rLaudaouad  C SUITES NUMERIQUES >  iscexe

1. DEFiNITION ET GENERATION D’UNE SUITE

1) Notion de suite numérique

Définition :
Une suite u est une fonction définie sur N
A chaque entier naturel n, on associe un nombre réel u, de la suite u = (Up)nen

2) Modes de génération d’une suite

Une suite peut étre engendrée de deux maniéres :

Définition explicite du terme d’'indice n ‘ du type u, = f(n) ‘ ou f est une fonction. Par exemple u, =3n— 5 pour

tout entier n.

Définition "par récurrence” | du type ou f est une fonction définie sur un intervalle

I telle que f(I) C I.

Cette relation de récurrence permet de calculer un terme de la suite a partir du terme précédent. L'inconvénient majeur est que des termes

de rangs élevés sont difficiles « d'acceés » : pour calculer w10 il faut, a priori, calculer tous les termes précédents, jusqu'a ugg !!!

Par exemple, la suite (u,,) est définie par ug = —2 et la relation de récurrence u,, 11 = 3u,, — 5, pour tout entier n.

II. SUITES MAJOREES, MINOREES, BORNEES

Définition : Soit (up)nen une suite .
¢ On dit que la suite (u,) est magjorée s’il existe un réel M (appelé majorant) tel que u, < M, Vn € N.
¢ On dit que la suite (u,) est minorée s’il existe un réel m (appelé minorant) tel que u, = m, Yn € N.
¢ On dit que la suite (uy,,) est bornée si elle est a la fois minorée et majorée.

Exemple :
Uy =5+ % pour tout entier n > 0. La suite (u,,) est minorée par 5 et majorée par 6. Elle est donc bornée par 5 et 6.

III. SENS DE VARIATION D'UNE SUITE

Définition: Dire qu’une suite (uy)nen est :
¢ strictement croissante signifie que, Yn , on a Upi1 > Uy
@ strictement décroissante signifie que, ¥n , on a upi1 < Uy
¢ constante signifie que Yn , on a Up11 = Uy

Remarque : Toutes les suites ne sont pas monotones : par exemple, la suite définie par u, = (—1)" x n? ne I'est
pas : ug =0, u; = —1, ug =4, ug = -9, uy = 16, etc

Méthodes :
¢ Pour étudier le sens de variation d’une suite, on étudie le signe de la différence :
Par exemple, si la suite (uy)nen est définie par u, = n? + 2, alors on a un1 = (n + 1)* +2 = n? + 2n + 3. Ainsi pour tout n
on a Unp+1 — Un = 2n + 1. On voit que up4+1 — un > 0, et donc que up41 > uy, pour tout n : la suite est donc strictement
croissante.

4 Si tous les termes de la suite (u,) sont strictement positifs, on peut comparer le quotient il

avec 1 :

n
Par exemple, pour (un)nen définie par u, = 2 x 5™ , on a u, > 0 pour tout entier naturel n et u,+1 = 2 x 5", Ainsi pour
Unpr 2 x 5"

U, .
tout n, on a = S5 = 5. On remarque que —2+L - 1, et donc que Up+1 > U, pour tout n puisque u, >0 Vn : la
Un Un

suite est donc strictement croissante.
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IV. SUITES ARITHMETIQUES

1) Définition d’une suite arithmétique

Définition :
Dire d’une suite (uy) qu’elle est arithmétique signifie qu’il existe un certain réel v, appelé raison de la suite,
tel que, pour tout n = 0, upy1 = up + 1

On passe d'un terme de la suite au suivant en ajoutant toujours le méme nombre 7.

Reconnaitre une suite arithmétique :

Pour qu'une suite (uy,)nen soit arithmétique, il faut et il suffit que, pour tout n € N, la différence w41 — u, soit
constante : u,41 — u, =7 € R. Le nombre r est alors la raison de la suite (uy,).

2) Formule explicite d’une suite arithmétique

Théoreme: Soit (uy)nen une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r.
¢ Relation entre u,, et ug :
pour tout n € N, on a u, = ug + nr
¢ Relation entre u, et u, :
pour tous n,p € N, on a u, = up + (n—p)r

3) Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique

Propriété : (Somme des n premiers entiers)

n(n+1)
Pour tout n € N, onaSn:1+2—|—3—|—---—|—n:T
preuve : En additionnant membre a membre les deux égalités, on obtient :
1 + 2 + 3 + ... 4H n—-2 + n—1 +F n = S,
+ n + n—-1 4+ n—-2 + ... + 3 + 2 + 1 = Su
(n+1) + (n+1) + (n+1) + ... + (@+1) + (n+1) + (n+1) = 25,
n(n+1)

Autrement dit, 28, =nx(n+1) dou S,= 3

Théoreme:
¢ S0 (un),cn est une suite arithmétique alors :
ug + Up,
upFur 4o Fuy = (N4 1) X ———

¢ Plus généralement, la somme de N termes consécutifs d’une suite arithmétique est donnée par :
premier terme + dernier terme

2

S = nombre de termes x

preuve : 2
S=10+u1 +u2+ -+ un (n+1)xw

S =
S = o + (o + ) + (uo + 2r) + -+ - + (uo + nr) wo 4 (uo + nr
S=m+1)xXug+rxA+2+--+n) SZ(""'l)XW
S =

1
S:(n-{-l))(u()_’_frx@ (n_f_l)xw

4) Sens de variation d’une suite arithmétique

Propriété: Soit (up)nen une suite arithmétique de raison r.
¢ Sir >0 alors la suite (up)nen est croissante.
¢ Sir <0, alors la suite (up)nen est décroissante.

Ce résultat découle naturellement de U, 11 — U, = T
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V. SUITES GEOMETRIQUES

1) Définition d’une suite géométrique

Définition :
Dire d’une suite (vy,)nen qu’elle est géométrique signifie qu’il existe un certain réel non nul q, appelé raison
de la suite tel que pour tout n >0, Upy1 = q X Uy

On passe d'un terme de la suite au suivant en multipliant toujours par le méme nombre q.

Reconnaitre une suite géométrique :

Pour qu’une suite (vy,) soit géométrique, il suffit que, pour tout n € N, les termes v,, soient non nuls et que le
quotient X2+ soit constant : 2L = g € R*. Le nombre ¢ est alors la raison de la suite.

Un Un

2) Formule explicite d’une suite géométrique

Théoreme: Soit (v,)nen une suite géométrique, de premier terme vy et de raison q.
¢ Relation entre v,, et vy : Pour tout n € N, on a v, = vg X ¢"
¢ Relation entre v, et vy, : Pour tous n,p € N, on a v, = v, x ¢"7P

3) Somme des termes consécutifs d’'une suite géométrique

Propriété : (Somme des termes consécutifs d'une suite géométrique)
Pour tout réel g # 1

1— qn+1
® PourtoutneN,ona:1+qg+¢@+ - +q¢"= 10
—q
¢ La somme de N termes consécutifs d’une suite géométrique est donnée par :
1 — qnombre de termes
S = premier terme X
l1—g¢
preuve :
En soustrayant membre a membre les deux égalités, on obtient :
1 + q + ¢ + <0+ b+ o = 8
- (¢ + & + & + % "+ T = 45)
1 = ¢ = S§%gS
1-g""' = S(1-q)
- qn+1
d’'ol le résultat attendu : S = - car g # 1.
—q

4) Sens de variation d’une suite géométrique

Propriété: Soit (v,)nen une suite géométrique de premier terme vg > 0 et de raison q.
¢ Si0<q<1 alors la suite (vy)nen est décroissante.
¢ Siq=1 alors la suite (vy)nen est constante.
¢ Sig>1 alors la suite (vy)nen est croissante.
¢ Siq <0 alors la suite (vy)nen n'est ni croissante, ni décroissante.
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