D’UNE FONCTION > 1su
1) RAPPELLES ET COMP. ;

la,b[={x € R/a < x < b}

a+b

e Le centre de l'intervalle ]a, b[ est le réel x, = —

e Lerayonde l'intervalle ]a, b[ est le réel positif r = bz;a
Activité :
Déterminer les bornes d’un intervalle ouvert de centre X, et de rayon r (deux réels données)
Définition :

L'ensemble : Ja, b[*= {x € R/a < x < b}/{xy} ou x, est le centre de I'intervalle ]a, b[, s’appelle I'intervalle
pointé de bornes a et b.

Remarque :

Sir est le rayon de I'intervalle ]a, b[ et x, son centre alors : |a, b[*=]xq — 1, x¢ + 1[/{x0}
Activité :

Montrer que x €]xg —1,x0 +7[/{xo} © 0 < |x — x| <7
Activité :

1-Rappeler I'image d’un ensemble par une application.

2- Rappeler f(A) € B

3- Traduire en utilisant les valeurs absolues : f(Jxqg — 7, xo +r[*) €|l =B, 1 + B[

1] LIMITE NULLE £N O.

fiR->R

Considérons la fonction : x3
X — ] /
|x|
1- Déterminer I'ensemble de définition de f. 71 7
2- Ecrire des expressions de f sur des intervalles sans valeur absolue. /,“
14
3- La courbe de f est ci-contre : Fi
a)- Déterminer unréel a telque : f(] — a,a[*) c] — 2,2] 7—---7——;3i7'—/———r————
3 .
F
b)- Déterminer un réel a tel que : f(] — a, a[*) c] — 1072,10?[ /
/

c)- Déterminerunréelatelque: f(] —a,a[") c] — ¢, €[ /

En répondant a la question 3-c) on peut conclure que :
(Ve>0)3a>0)(Vx€D)(0< x| <a=|f(x)]<e¢

On dit que la fonction f admet 0 comme limite en 0. et on écrit : lirr(l)f(x) =0
X—

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle pointé de centre 0. On dit que f admet la limite 0 en O si elle vérifie
la propriété suivante : (Ve > 0)(3a > 0)(Vx € Df)(0 < |x| < a = |f(x)| < &. On écrit : lirr(l)f(x) = 0.
X—
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Remarques :

v’ Le faite que f est définie sur un intervalle pointé est essentielle.g(x) = V—x? est définie en 0 et
n’admet pas de limite en 0. D, = {0}.

v On a pas préciser si dans la définition si f est définie en 0 ou non, méme sif est définie en 0, I'image
de f en 0 n’affecte pas sur la limite.

fl:R_)]R fz:]Rﬁ]R
x3 . x3
x> —sSix#0 x> —six+0
{ x| { lx
0~5 0~ -3
Ona: lim f;(x) =0 et limfo(x)=0
x—0 x—0

Propriété :

Si f et g sont confondues sur un intervalle pointé de centre O et si lin(l) f(x) = 0alors lirr(l) gx)=0
X— X—

Propriété :

Les fonctions: x — x™ (n € N*); x » +/|x| ; x » kx tendent vers 0 quand x rend vers 0.

II) LIMITE FINIEL EN a.

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle pointé de centre a et [ un réel. On dit que la fonction f tend vers [
quand x tend vers a si : lim(f(x) — 1) = 0.c.-a-d.:
x—-a

(Ve>0)Fa>0)(Vx€D)(0< [x—al<a=|f(x) -1l <e

Exercice : Montrer en utilisant la définition que :

lim (ax + b) = (axy + b) (a #0)
X—Xq

lim(x? + 1) = 2.
x—-1

Propriété :

Si P est une fonction polynéme alors : lim P(x) = P(a)
x—a

Une fonction polyndme P c’est une fonction qui s’écrit de la forme : P(x) = ag + a1 x + -+ apx™

Exemple :

lim3x%2+x+3=17.
xX—-2

Propriété :

Si sur un intervalle pointé de centreaona: |[f(x) — | < u(x) et lim u(x) = 0 alors lim f(x) =
x—a X—a

Application :

. . . . 1
Déterminer : lim xsin (—)
x—-0 X

Propriété :

Si f et g sont confondues sur un intervalle pointé de centre a et silim f(x) =1 alors lim g(x) = [
xX—a X—a
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Exemple :

14+x2-1
en 0.

On se propose d’étudier la limite de la fonction f(x) =

2
On remarque que (Vx € R*)(f(x) = x(1+$1+x2) = 1+\/’i+x2 = g(x)) (ona multiplié par le conjugué)

D’autre part: (Vx € R*)(]g(x)| < [x]) et puisque : lirr(l) |x] =0 alors lirré gx)=0
x— x—
et par suite : lin(l) f(x)=0.
X—

Propriété :

Si sur un intervalle pointé de centreaona: g(x) < f(x) < h(x) etsi )lcmé glx) = )lcmé h(x) = lalors
lim f(x) =1

xX—-a

Propriété :

Soit f une fonction définie sur un intervalle pointé de centre a;ona: lim| f(x)| =0 & lim f(x) =0
xX—-a xX—-a

Remarque :
lim f(x) =1

x—-a

)lclglllf(X)l =leou lim f(x) = -1
X—a

Propriété :

Si f admet une limite [ en a alors cette limite est unique.
1) Définition

Activité :

ffR-=NR

Soit la fonction x o x — E(x)

ou E désigne la partie entiére.

1- Ecrire les expressions de f sans utiliser la partie entiére sur les intervalles ]0,1[ et ] 1,2].

2- Construire la courbe de la restriction de f sur [0,2].

3- La fonction f admet-elle une limite en 1.

4- Soit la fonction g(x) = xeth(x) =x—1
a) Remarquer que f et g sont confondues sur ]0,1[ et que f et h sont confondues sur ]1,2[
b) déterminer les limite de g et de h en 1.

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja,a + r[ our > 0 et [ un réel.
On dit que la fonction f tend vers [ quand x tend vers a a droite si la proposition suivante est vraie :
(Ve>0)Fa>0)(Vxe€D)(O<x—a<a=>|f(x)—l<e

Etonécrit: limf(x) =1 ou lim f(x)=1
xX—=a xoat

x>a
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Exercice : /
La courbe ci-contre est la courbe de la fonction définie par

fR>R f

morceaux comme suite : {x »x2—x six>2 i ,"f
x> 3—x?six<2 f,/}\\\ /
/
5 I
Déterminer graphiquement les limites de la fonction f a droite et a ,-'f( \‘-\
gauche de 2. f - \\,
/ Y

Exercice : / o \
Soit la fonction g définie par : f."' \

RoR x - 2x%—x+3 six=>1 /
g: {x-—>—x2+x+asix<1

Déterminer « pour que la fonction g admet une limite en 1. f

Théoréme :

Une fonction f admet une limite [ en a si et seulement si elle admet une limite a droite de a égale a sa limite a
gauche de a égale a [.

| i) =1
}cl—rgf(x) =le xlirg‘_f(x) 1

2) Propriétés

Toutes les propriétés mentionnées au paravent sont vraie a droite et a gauche de a en tenant compte des conditions

Propriété :

Sisur unintervalle de la forme Ja,a + r[ ona: |f(x) — | < u(x) et lim, u(x) = 0 alors lim fx)=1
xX—a X—a

Propriété :

Si f et g sont confondues sur un intervalle de la forme Ja,a + r[ etsi lim_ f(x) =1 alors lim+g(x) =1
X—a X—a

Propriété :
Si sur un intervalle de la forme Ja,a + [ ona: g(x) < f(x) < h(x) etsi lim+g(x) = lim h(x) = Lalors
x—=a x—=a

lim_f x)=1
X—a

On peut citer les méme propriétés a gauche de a.
3) Opérations sur les limites finies.

Propriété :

Soient f et g deux fonctions tels que : lim f(x) = lim g(x) =1’ ona:
X—a X—a

lm(f +9)0) =1 +1 im(G)e@ =g =0
lim (f x g)(x) = I x V' lim (£) @) =+ l'#0
; _ x—-a \g b

lim(If DG = 1Y lim(JF)@ =vI  1>0

Ces propriétés sont vraies a droite et a gauche d’un réel a.

lim V3x2+1+2x+1 1
Exemple: 1M — %3 =5
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IV) EXTENTION DE L#A NOTION DE LIMITE.

1) Limite infinie a droite (a gauche) de a.

Activité : \
|
ffR-=>R gR
Considérons la fonction Xt : \
X 1
La courbe représentative de f est I'hyperbole de centre 0(0,0) — : R easzis
1- Compléter le tableau suivant : \-\H I
x |1072]107%| 10720 | .. |107P HI‘
f@) \

Que remarquer-vous ?

Considérons A = 101°° déterminer un réel a tel que si0 < x < a alors f(x) > 101°°,
Montrer que :

(P): (VA>0)(Fa>0)(VxeDs)(0<x<a= f(x)>A)

La propriété (P) veut dire qu’on peut rendre f(x) aussi grand qu’on veut ; on dit que la
limite de f est +oo0 quand x tend vers O a droite et on écrit ﬂir0r1+f(x) =+

X—
Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a,a + r[ our > 0, on dit que la fonction f tend vers
+00 quand x tend vers a adroite si (VA > 0)(3a > 0)(Vx EDf)(0<x—a<a = f(x) > A)

On écrit: lim, f(x) = 400
x—at

Propriétés :

. k k. , . " .
les fonctions x — i X P \/ﬁ etx » L ou k un réel strictement positif et n € N*, tendent vers +o0 quand x
X

tend vers 0.
Définitions :
v lim f(x) = —0:(VA>0)3a>0)(Vx € Dp))(0 <x—a<a=f(x) <—-4)
x—a

v xli)r}ll_f(x) =+0:(VA>0)3a>0)(VxED)(0<a—x<a= f(x)>A4)
v xllrgl_f(x) =-0:(VA>0)3a>0)(VxeD)(0<a—x<a=f(x) <-A4A)

Interprétations géométriques :

)

.l
Jim, f(x) = 4o Jim_f(x) = —oo
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Définition :

Si la fonction f vérifie 'une des limites suivantes :

lim f(x) =4o00; lim f(x) = —oo; lim f(x) = —c0 ou lim f(x) = 4o
x—at x—a~ x—at x—a~

Alors, on dit que la droite (A): x = a est une asymptote verticale.

2) Limites finies en +oo

ffR-=>R
Activité :Considérons la fonction 1

X

I
La courbe représentative de f est I'hyperbole de centre 0(0,0)
1- Compléter le tableau suivant :

X 102 | 10° | 10%° | .. 107
f(x)

1Y
Que remarquer-vous ?

Considérons e = 107190 déterminer un réel B tel que si x > B alors

~i
lf (ol <e.

Vel
En général, montrer que :

]
L}

(P): (Ve >0)(3B > 0)(Vx €Ds)(x > B = |f(x)| < &)

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a, +o[ (a un réel quelconque) et [ un réel, on dit que la

fonction f tend [ quand x tend vers +oosi: (Ve > 0)(3B > 0)(Vx € Df)(x > B = [f(x) — 1| < ¢)
Onécrit: lim f(x) =1
X—+00

Propriétés :

. k
les fonctions x » — ; x

k k
P —etx > —
|x] Vx| |x|™

ol k un réel donné et n € N*, tendent vers 0 quand x tend vers +oo,
Définitions :

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme | — oo, a[ (a un réel quelconque) et [ un réel, on dit que
la fonction f tend [ quand x tend vers —cosi: (Ve > 0)(3B > 0)(Vx € Df)(x < =B = |f(x) — | < ¢)

Onécrit: lim f(x) =1
X——00
Interprétation géométrique :

Jim f(x) =1
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Définition :

Si la fonction f vérifie I'une des limites suivantes :

lim f(x) =1 ou xl_i)r_noof(x) =1

X—+00

Alors, on dit que la droite (A): y = [ est une asymptote horizontale.

Remarque :

La position de la courbe Cy par rapport a son asymptote horizontale se détermine par le signe de f(x) —[:

e Sif(x)—1=0alors s estau-dessus de (A):y = [
e Sif(x)—1<0alorsCy estau-dessousde (A):y =1

3) Limite infinies en +oo

f:R->R

Activité : Considérons la fonction )
XX

La courbe représentative de f est la parabole de centre 0(0,0) III f

1- Compléter le tableau suivant : 'lII|II B I|'I
|
x | 10% | 10° | 10%° | .. |10P \ /
f@) 1
Que remarquer-vous ? i
Considérons A = 101°° déterminer un réel B tel que si x > B alors \i/
f(x) >A. 4 3 o z L
En général, montrer que : 2+

(P): (VA>0)3B >0)(Vx €EDf)(x >B = f(x) > A)

Définition :

Soit f une fonction ]a, +oo[ (ou a est un réel quelconque) on dit que la fonction f tend vers 4+co quand x tend
vers +oosi: (VA > 0)(3B > 0)(Vx € Df)(x > B = f(x) > A) ; on écrit : lir;n f(x) =4
X—>+00

Propriété :

Les fonctions x = x*; x = x™ (n € N*); x Vxetx — |x| tendent +oo quand x tend vers +oo

Définitions :
o xl_i)r&()f(x) = toosi (VA>0)(3B > 0)(Vx € Df)(x > B = f(x) > A)
o xl_i)rfloof(x) = —oosi (VA>0)(3B > 0)(Vx € Df)(x > B = f(x) < —A)

o xl_i)r_noof(x) = +oosi (VA>0)(3B > 0)(Vx € Df)(x < —B = f(x) > A)
o xl_i)r_noof(x) = —oosi (VA>0)(3B > 0)(Vx € Df)(x < —B = f(x) < —A)
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V) OPERATIONS SUR LES LIMITES.

1) Limites et ordres.

Propriété :

Si sur un intervalle pointé de centreaona: |f(x) — | < u(x) et lim u(x) = 0 alors lim f(x) =
x—a X—a

Propriété :

Si f et g sont confondues sur un intervalle pointé de centre a et si lim f(x) =1 alors lim g(x) = [
xX—a X—a

Propriété :

Si sur un intervalle pointé de centreaona: g(x) < f(x) < h(x) etsi chin(llg(x) = chm(ll h(x) = lalors
lim f(x) =1

x—-a

Les propriétés précédentes sont vraies si x tend vers a a droite, ou a a gauche, ou +c0 ou —co en tenant compte des
conditions pour chaque cas.

Propriété

 Sisurunintervalle delaforme Ja,a + r[ona:u(x) < v(x) et lim u(x) = +oo alors:
x—a

lim v(x) = 4o

x—-at
e Sisurunintervalle delaforme Ja,a +r[ona:u(x) < v(x) et lim v(x) = —oo alors:
xX—a
lim u(x) = —oo
x—at

La propriété précédente est vraie si x tend vers a a gauche , ou +00 ou —oo en tenant compte des conditions pour
chaque cas.

Exercice :
. 2+sin(l)
Soit f(x) = T"
1- Montrer que (Vx € R*)(f(x) = x_12)
2- En déduire lim f(x)
X—0

2) Opérations sur les limites

Toutes les propriétés qui seront citées dans ce paragraphe sous forme de tableau sont admises et on peut les
démontrer en utilisant les définitions des limites.

)lcirrtll f(x) l l +0o0 —0 —0

lim g(x) I +00 —o0 +o00 —o0 +0o0

X—2a
lim(f + g)(x) L+ +0o0 —00 +o0 —0o0 Formes indéterminées
X—=a

Ces propriétés sont vraies si x tend vers a® ; a™ ; +00 ou —o0

Formes indéterminées : Veut dire qu’on peut pas calculer la limite directement, il faut faire d’autres calcules carily a
plusieurs cas.
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Exemples :
Of(x)=2+x* ,9g(x)=5—x* ona lir+n f(x) =4o; liT g(x) = —o0 et lirp F+g9x)=7
x—>+0 X400 Parar
BOf(x)=2+x* ,9(x) =5—x ona liin f(x) = +o0; liELn glx) = —o et
X—>+00 xX—+0o0
xEToo(f +9)(x) = xHme x+7= xl_])rjloox (1 ~+ xz) = 400

Dans les deux exemples on a le méme cas que dans la derniere colonne du tableau mais on a deux résultats différents

lim f(x) l [>00u+m [ <0ou— too
xX—a
lim g(x) U +o0 —o0 +o00 —0o0 0
X—a
lim( f X g)(x) LU 40 —0 —0 ) Formes indéterminées
X—a
lim f(x) l+0 0t 0~ +o0
X—=a
) 1 1 400 —00 0
m(pe | 7

Remarque : lim f(x) = 0% veut dire que f tend vers 0 mais de la droite.
X—a

lim (l) =0(0%) lim G) = 0(07) chose qu’on voit bien sur la courbe de la fonction f
X—>—00

X—+00 \X

o —d ) 2 1 o 1 2 3 4 § & T t

lim f(x) l [>0ou+o l<0ou—o 0 +oo
X—=a
lim g(x) I'+0 o* 0~ ot 0~ 0 +oo
xX—=a
f l +co —o0 —o0 400 Formes indéterminées | Formes indéterminées
lim (—) x) °
X—a g l
Exemple :
Onveutdéterminerla  lim jx“ ona:
x—1t x“+x—-2
liril+(3x +1)=14 - X —oo =2 le— 4o
Ona:{ " Donc  lim —— =+ I |
lim (x® +x-2) = 0* X1 X2 +x-2 X2+x—2 + 0- 0 (®
| |
Exercices

, . .. . . 3x%—x . Vax+1-3
Déterminer les limites suivantes : lim ———— lim
xo12x3+2x—4 x—=2 X2=3x+2 9/11
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3) Lim

ites d’une fonction polynéme en +oo

Soit f une fonction polyndme de degré n tel que : f(x) = ay + a;x + ax? + -+ a,x™ aveca, # 0

Ona:f

(x) = a,x™ ( +—=—+-+ "1+1)pU|sque lim (ao +L+---+£+1)=1alors

apx™ = an x" 1 no+oo \apx™ = apxn1 anx

lim f(x) = hm a,x"
X—

X—+00

Méme chose si x tend vers —oo

Propriété :

La limite d’une fonction polyndme en +oo (—o0)est la limite de son plus grand terme en +oo (—0)

4) Lim

ites d’une fonction rationnelle en +oo

Une fonction rationnelle est le rapport de deux fonctions polynémes: h(x) = % ou

f) =

h(x) =

()

ap + a;x + ayx? + -+ a,x™ aveca, # 0 et g(x) = by + byx + byx% + -+ b,x™ avech,, = 0

n( @ , a1 ., %= 1L1)

anx™ ' apx™=1" anx . X
PR TS T— ,bm—1,1) et puisque :
m bmx™ " pppam—1 bpx
o aq

lim (
x—+00

lim h

X—+0o0

-1
anx™  apx™ Anx

toet B2 g) =1 et Jim (24—t e+ 224 1) = 1 alors

x—>+00 \bpypx™ by xm-1 bpx

apx™

(x) _xl—l>£—noo bpx™

Méme chose si x tend vers —oo

Propriété :

La limite d’une fonction rationnelle en +oo (—c0)est la limite du rapport des termes de plus grand degré en
+00 (—0)

Exemples :
. 7x3+2x%+8 . 7x3 . 7
1- Iim —/———= lim —/= lim —=0
x—+00 3x*+2x2-5x x—+00 3x* x—+400 3X
—6x°+2x*+8x . —6x° -6
2- lim —————= lim —= lim —x?= -
xX—— 005X +2x%+5x+3 x——00 5X x——0co0 5

Remarque : La propriété précédente n’est vraie que si x tend vers 400 ou —co

Exercice : Déterminer llm

xX*Vx—xvx

VOus pouvez poservx =t
xX—+00 x3+2x \/— P P \/_

5) Limites des fonctions trigonométriques.

Activité :

Dans le

trigonométrique d’origine A(1,0). x E]O,% [ et B le point sur le cercle

trigonométrique tel que : (ﬁ, ﬁ)) =x [2x].

1-Déterminer en fonction de x la surface du domaine circulaire D limité par
[0A), [OB) et I'arc géométrique AB

2- Soit H la projection orthogonale de B sur (0OA).

plan muni d’un repére R(0, 1, ), On considére le cercle

b e e

a) Déterminer en fonction de x I'aire du triangle OAB
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b) Comparer les aires du domaine D et du triangle , que peut-on conclure ?
3- Montrer que : (Vx € [_7”,2]) (Isinx| < |x|).

4- Déterminer les limites lim sinx ; lim sinx et lim cosx
x—0 x-a x-a

5- Considérons la droite (A) la droite tangente au cercle (C) en A

a) Soit T I'intersection de (A) et (OB), Déterminer en fonction de x la surface de OAT
b) En déduire que (Vx E]O,g [) (x < tanx)

c) En déduire que (Vx €] _Z—ﬂ,g [) (x| < [tanx])

6- En utilisant les résultats précédents. Montrer que :

. Sinx
a)lim——=1
x-0 X

b) lim 22 = 1
x—->0 X

. 1-cosx 1
c)lim——=-
x->0 X 2

Propriété :

Soitaunréelona:

e lim sinx = sina
xX—a

e lim cosx = cosa
xX—a

e sia# =+ kmlim tanx = tana
2 x—a

sinx _
x—0 X

tanx
b. lim
x-0 X
. 1-cosx 1
li =

x—>0 X

N |

Exercices :

Déterminer les limites suivantes :

sin7x . Sin2x . 2cos®x+cosx—3 . tanx+tan2x
lim lim————

x—0 tan3x x—)E cosx x-0 1—-cos*x x—0 tan3x+tan4x
2

1o cosx—sinx
4
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