NOTIONS DE LOGIQUE 1 BAC
LLA PROPOSION OU ASSERTION ?‘40 LD flale

Exemples :
1) V5 <2+
2) pour tout entier naturel N on a n2>n
3) sil’entier _ est impair alors n2+5 est pair
4) il existe un nombre réel tel que x2+1<2x
Définition : une proposition ( ou une assertion) est un énoncé mathématique qui

affirme une propriété . elle est soit vraie soit fausse ; non pas a la fois
vraie et fausse .on la note (P) ou (Q) ou (R)...

si la proposition est vraie on lui attribue V ou 1 si non F ou O appelé
de verité de la proposition

Fonctions propositionnelles : des énoncés mathématiques ont un sens qui dépend d’une
variable x appartenant a un ensemble E sont des fonctions propositionnelles .

Exemple : Xx—-2>0,; xeR . onlanote P(x)
ona P(3) vraie et P(0) estfausse
IL QUANTIFICATEURS
Définition :

E désigne un ensemble non vide et, P(x) une fonctions propositionnelles de la
variable x de E

1) La proposition : Pour tout élément x de E, ona P(x)
S’écrit:  (Vx €E):P(x)
Vv : quantificateur universel
2) la proposition : il existe un élément x de E, tel que P (x)
S’écrit : (3x €E); P(x)
3 : quantificateur existentiel
Exemples :
1) (Py): (¥xeR):x <x2
(P;) est une proposition fausse .( il suffit de donner un contre exemple)
2) (P,): (Hn EN); n2+1le?2N
(P,) est une proposition vraie

Remarque : si une proposition contient des quantificateurs de natures différents ;
Sa valeur logique dépend de I'ordre de ces quantificateurs.
Exemple: (vx eR)(Jy eR);x +y <3 vrse

(3y eR)(Vx eR);x +y <3 fuusee

NB. « I’'emploi de quantificateurs en guise d’abréviations est exclu »
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III. OPERATIONS SUR LES PROPOSITIONS

1. la négation

Nier une proposition (P )c’est donner son contraire noté non(P), (P )ou (—P)

qui est vraie si (P )est fausse et inversement

exemples :
(P) (P)
V5 <2+43 J5>2+3
(3n eN) 24N o (vneN) :n2+nest pair
2
pour tout x de R:si x2>9alors x >3 | il existe x e Rtel que x2>9et x <3

2. la conjonction et la disjonction de deux propositions

. la proposition (P et Q) est la conjonction de la proposition (P )et la
proposition (Q). On la note aussi
(P et Q)est vraie si et seulement si les deux propositions (P )et(Q )sont vraies.
. la proposition (P ou Q)est la disjonction de la proposition (P) et la
proposition (Q). On la note aussi
(P ou Q)est vraie si I’ une au moins des assertions (P )ou (Q) est vraie.

Remarques :
1) on peut construire un tableau de vérité de ces propositions

(P) | (@) |(Pou@) |(PetQ) (P)

Y Y Y, Y -
vV F v F
F vV v F y
F F F F

2) La négation de (P ouQ) est (Eet 6)
La négation de (P et Q)est (5 ou 6)

Exemple: (A): (¥x eR):/xZ=x ou Jx? = —x
(K): (Ix GR):\/X_Z;tX et Jx2z-x

3. Implication
les expressions composées :

1) 3<2 implique ‘\/§—2‘:2—\/§

2) le triangle ABC est rectangle en A donc B =C

3)sine P\{2} alors n2+5 e 2N (avec IP ensemble des nombres premiers ).
Et en général (si P alors Q) Sont dites des implications .on écrit (P =Q) .

2
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Remarques :
1) (P =Q)est la proposition (5 ou Q) ;d’ou

la proposition (P implique Q ) est fausse si (P ) vraie et (Q)fausse
et elle vraie dans les trois autres cas.
2) soit deux propositions (P)et (Q).
« (Q = P )s’appelle I'implication réciproque de (P =Q)
" (5 —P ) s’appelle I'implication contraposée de (P =Q)
+ (Q =P )est la proposition (P etQ )

4. propositions équivalentes

Définition : soit deux propositions (P)et (Q).
si (P=Q et Q=P)onditque PéquivalentaQ
eton écrit : (P Q)
Exemples: « soit x eR.(xZ—x <0< X e[O,l])
« soit (x,y)eR%.(x|<|y[)<(x2<y?)

1) Si (P < Q) ondit aussi que (P si et seulement si Q)ou (P signifie Q)
2) (P <Q)est vraie lorsque (P )et (Q)ontles mémes valeurs de vérité

simultanément
3) I’équivalence est transitive : si (P < R) et (R <Q )alors (P Q)

5.théoreme
Soient E un ensemble non vide , P(x) et Q(x)deux fonctions propositionnelles de

la variable x de E.
1) [(vx eE):P(x)etQ() | = | (Vx €E):P(x)et(vx €E ):Q(X) |

(
2) [(3x €E):P(x)ouQ(X) || (Ix €eE):P(x)ou(Ix €E ):Q(x) |
3) [(¥x €E):P(x)ou(¥x €E):Q(X) |=|(¥x €E):P(x)ouQ(x) |
L(Elx €E):P(x)etQ(X) |=|(3x eE):P(x)et(3x €E):Q(x) |
VI. LOIS LOGIQUES ET RAISONNEMENT

un énoncé composée de plusieurs propositions et de connecteurs
(ou, et, <,=,—) est dit loi s’il est vrai quelque soit les valeurs logiques

des Propositions.

soit des propositions :P,Q et R
1) (PetQ)=P
2) (P=0Q)e (ﬁP ouQ)
3)[(PouQ)et(R)|<[(PetR)ou(QetR)]
4) (Rou(PetQ )@[ (RouP)et (R ouQ)]
5) lois de MORGAN —(P etQ) <« (7P ou—Q), —(PouQ)«(—PetQ)
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3.loi de la contraposée
Théoréme : soit (P) et (Q)deux propositions.
(P=Q) & (—Q=—P)
Pour montrer que (P ) implique (Q)on peut penser a montrer que (—Q)
implique (—P )

exemple : montrons que (P): (VneN):n2e2N=ne2N
soit n eN. Supposons n=2p+1; peN
alors n2=(2p+1)° =4p2+4p+1=2k +Lk €N

donc n? est impair. Et par la contraposée on a démontré que (P) est vraie.
4. loi de l'absurde

Théoréme : soit (P) et (Q)deux propositions.
("P=Q)et (P=—Q)= (P)

Preuve: (P =Q)et(-P=-Q) < (PouQ)et(Pou—Q)
< (P) ou (Qet—Q)
=(P)

Exemple : soit (a,b)eR? tel que pour tout >0 : ja—b|<e

démontrons par I'absurde que a=b .
on suppose que a=b . donc |a—b|>0

on prend £=@donc |a—b|<w

* pour démontrer qu’une proposition (P) est vraie ; on suppose

que (P)est vraie et on montre que (—P =Q) avec (Q) fausse
5. Disjonction des cas
Théoréme : soit (P), (Q) et (R)des propositions.
|[(P=R) et (Q=R)|=[(PouQ)=R|
* pour prouver I'implication (P ouQ)=R ; on montre que
(P=R) et (Q =R)sont vraies.

* Pour démontrer qu’une proposition (Q )est vraie,

souvent on utilise la loi L(P =Q) et (5 :Q)J =Q
5. Raisonnement par récurrence
Propriété : soit ny un entier naturel et P(n) une propriété définie sur N.
si: i. P(ng)estvraie
ii. (Vvn=n,):P(n)=P(n+1)

alors (vn>n,):P(n) estune proposition vraie
Exemples :

En utilisant le raisonnement par récurrence, montrer que :
1) pour tout n de Nona: 3" —5" est un multiple de 4

ooy, N(n+1)
2) VneN .k;k =—5—

3) VneN" :Zn:(Zk +1) = (n +1)?
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